Systémy funkcií jednej premennej by Borůvka, Otakar
Diferenciálne rovnice
Systémy funkcií jednej premennej
In: Otakar Borůvka (author): Diferenciálne rovnice. [Vysokoškolské učebné texty. Univerzita Komenského v




© Univerzita Komenského v Bratislave
Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.
This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with digital
signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz
- 34 -
v ktorých s 0, c 2 ž 0 značia Tubovolné konstanty. Z těchto úvah nevyplývá, 
že by sná5 nemohli existovať ešte 3alšie integrály d. rovnice ( 3 ) , přechádza-
júce bodom (0,0). Všetky integrálně křivky prechádzajúce bodom (0,0) ležia 
2 2 
medzi parabolami o r o v n i c i a c h y = - 2 x , y = 2 x (ods. 10). 
2. Systémy funkcií jednej premennej 
13* Z á k l a d n é v l a s t n o s t i 
V nasledujúcich niekol'kych odsekoch vyvinieme krátku t e o r i u o systé-
moch f u n k c i ! jednej premennej, ktorá j e velmi užitočná pre teóriu Studovaných 
d. r o v n i c * 
Wajme Tubovolnú neprázdnu množinu Y funkcií jednej premennej, ktoré 
sú definované v istom spoločnom i n t e r v a l e j . Množinu Y nazýváme tiež systé-
mom Y. ' 
Nech m je 1'ubovolná neprázdná podmnožina i n t e r v a l u j : m c . j . 
Budeme hovoriť, že funkcie systému Y sú spola rovnoměrné ohraničené na množi­
ně m. ak e x i s t u j e číslo A > 0 také, že hodnota každéj funkcie vo vhodnom 
čísle x € m spina nerovnosť 
I y ( x y ) | é A 
Vidíme, že táto vlastnosť je dědičná, t . j . keď funkcie systému Y sú 
na množině m spola rovnoměrné ohraničené, potom tú istú vlastnosť majů tiež 
funkcie každéj neprázdnéj podmnožiny množiny Y. Funkcie systému Y sú na 
množině m spola rovnoměrné ohraničené napr. vtedy, keS množina i c h hodnfit v 
niektorom čísle množiny m j e ohraničená. 
Ďalej budeme hovoriť, že funkcie systému Y sú rovnoměrné ohraničené  
na množině m. ak e x i s t u j e také číslo B > 0, že hodnota každéj funkcie 
y 6 Y v každom čísle x £ m spina nerovnosť 
I y(x) | ž B 
Tiež táto vlastnosť Je dědičné. 
Vidíme, že funkcie systému Y sú na množině m rovnoměrné ohraniče­
né, sú tam a j spola rovnoměrné ohraničené. Okrem toho množina i c h hodndt v kaž" 
dom Čísle množiny m je ohraničená. 
Napokon definujeme dóležitý pojem rovnomocnej s p o j i t o s t i funkcií systé­
mu Y na množině m takto: 
Funkcie systému Y sa nazývajú rovnomocne spojité^na množině m, 
ke& ku každému číslu £ > o e x i s t u j e číslo cí> o také, že každá funkc i a 
y £ Y spíňa v každých dvoch číslech x, x' € m, pre ktoré je |x - x'|<<^ 
nerovnosť 
|y(x) - y(x')|<£ 
Ked" funkcie systému Y sú na množině m rovnomocne spojité, potom 
každá z nich je tam rovnoměrné spojité. Opak neplatí, ako vidíme napr. na 
postupnosti funkcií 
x, 2x, 3x, ... kde x € [o, 1 ] 
Hovnomocné s p o j i t o s t j e tiež dědičná v l a s t n o s t . 
Zavedené pojmy sa uplatríujú najmfi vtedy, keď funkcie systému Y sú 
v intervale j spojité. 
P l a t i a t i e t o vety: 
1. Nech funkcie systému Y majů v i n t e r v a l e j derivácie, ktoré sú 
v ňom rovnoměrné ohraničené. Fotom sú funkcie systému Y v i n t e r v a l e j rov­
nomocne spojité. 
D6kaz. Podl'a předpokladu exi3tuje číslo B > o, také, že pre x £ j 
platí 
1 y'(x) | * B 
Nech x , x ' c j a y 6 Y lubovolné f u n k c i a . Aplikujúc vetu o prírastku na 
funkciu y dostáváme 
y(x) - y(x') = (x - x') . y' ( £ )» kde j je medzi x a x' 
Potom ale j e : 
| y(x) - y ( x ' ) / š | x - x'| B (1) 
Zvortne s i teraz Yubovol'ne t > o a lubovolné o < (f <  
B 
Vidíme, že ked čísla x, x' výhovujú nerovnosti 
| x - x' | < S • 
je tiež 
| y(x) - y ( x ' ) | £ | x - x'| B í cf . B < £ 
Tým je veta dokázané. 
2. Nech i n t e r v a l J je ohraničený. Nech funkcie systému Y majů v l a s t ­
nost uvedenu vo vete 1. a okrem toho nech sú v i n t e r v a l e j spola rovnoměrné 
ohraničené. Potom sú t i e t o funkcie v i n t e r v a l e j rovnoměrné ohraničené. 
DOkaz. Označme J j | dížku i n t e r v a l u j . Podl'9 předpokladu existujú 
čísla A > o, B > o, také, že funkc i a y £ Y spina v každých dvoch číslach 
x, x £ j nerovnost (1) a okrem toho vo vhodnom x "£ j nerovnost 
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I y ( x y ) | < A 
O d t i a l vidíme, že p l a t i a vzťahy: 
I y ( x ) | £ |y(x y) |+ B| x - x y | < A • B / j I 
z ktorých vyplývá tvrdenie. 
14* C a u c h y o v s k é p o s t u p n o s t i f u n k c l í 
Nech 
(Y m ) y l f y 2 
je postupnosť f u n k c i l jednej premennej definovaných v nejakom (spoločnom) i n ­
t e r v a l e J . 
Postupnosť Y sa nazývá cauchyovská v čísle .1, keď má tuto 
( k l a a i c k i i ) vlastností: K číslu x a k lubovolnému číslu t > o e x i s t u j e p r i -
rodzené číslo N také, že pře y ^ , y ^ € Y, £i , V > N, j e 
I y t̂ <x) - yv (x) I < £ (1) 
Podia klasickéj vety usudzujeme,že postupnosť Y j e v čísle x csu-
chyovská vtedy a l e n vtedy, ak v nom konverguje. Z toho dčvodu s p r a v i d l a ne­
rozlišujeme medzi postupnosťami, ktoré sú v niektorom čísle cauchyovské alebo 
konvergentné. Sálej vidíme, že táto vlastnosť j e dědičná: keá totiž postupnosť 
Y je v čísle x cauchyovské, potom tú istú vlastnosť má i každé j e j čiastočná 
postupnosť. 
Nech m c j j e 1'ubovolná neprázdná množina, Postupnost Y sa nazý­
vá cauchyovská na množině m vtedy, ak j e cauchyovské v každom čísle x € m. 
V tomto případe mfiže existovať číslo £ > o, ktoré sa vyznačuje tým, 
že množina prirodzených čísel N priradených k jednotlivým číslam x € m a 
k číslu t > o je neohraničená. Ak tomu nie j e tak, hovoříme, že postupnosť Y 
je na množině m rovnoměrné cauch.vovské. Inými slovami: 
Postupnosť Y sa nazývá rovnou erne cauchyovská na množině m, ak 
ku každému číslu £ > o e x i s t u j e prirodzené číslo N také, že nerovnosť (1) 
platí pre y^t, , y y C Y, fj. , v > N, x 6 m. 
Tiež táto vlastnosť j e dědičná. Podia k l a s i c k e j vety je postupnosť Y 
na množině m rovnoměrné cauchyovská vtedy a l e n vtedy, ak j e na nej rovnoměr­
né konvergentná. Z toho dóvodu s p r a v i d l a nerobíme r o z d i e l medzi postupnosťami 
rovnoměrné cauchyovskými a rovnoměrné konvergentními. 
Teraz dokážeme dve vety, ktoré budeme v Číalšom potřebovat. 
1. Nech funkcie postupnosti Y sú na množině m rovnoměrné spojité 
a postupnosť Y je tam rovnoměrné cauchyovská. Potom j e j l i m i t a y je na mno­
žině m rovnoměrné spojitá. 
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Dfikaz. Nech £ > o je TubovoTné číslo. Třeba ukázat?, že existuje číslo 
t > o také, že pre každé dve čísla x, x'£ m, ktoré spíňajú nerovnost 
|x - xí <Ó platí 
| y(x) - y(x') | < l 
Nakolko postupnost Y na množině m rovnoměrné konverguje k f u n k c i i 
y, existuje funkcia y ^ C Y t e j v l a s t n o s t i , že v každom Čísle x t tn p l a ­
tí nerovnost / y^ (x) - y(x)|< • Pretože funkcia y ^ je na množině m 
rovnoměrné spojité, existuje číslo <f> o také, že pre každé dve čísla x, x*£ 
i m, ktoré spíňajú nerovnost I x - x'l< (f, je | y• (x) - y (x')| < • V i -
dime, že pre každé dve čísla x, x'tf m, ktoré spíňajú nerovnost |x - x'/<cf 
platí: 
| y(x) - y(x') | = | (Jr(x) - y < c (x) ) • (x) - y^ (x*) ) +(y o C (x') -
-y(x'))|é I y(x) - y^ (*)| * | y < J t (x) - y ť 5 C ( x ' ) l • l y ^ ( x ' ) -
- y(x )|< — + — + — = £ 
3 3 3 
Tým je veta dokázaná* 
2. Nech i n t e r v a l j je ohraničený a funkcie postupnosti Y sil v ňom 
rovnomocne spojité. Nech Sálej množina m je v intervale j hustá, t . j . medzi 
každými dvoma rdznymi číslatci intervalu j je aspoň jedno číslo množiny m̂  
a nech postupnost Y je na nej cauchyovská. Potom je postupnost Y rovnoměr­
né cauchyovská v intervale j . 
D6kaz. Zvolíte Tubovolné číslo £ > o. Podia předpokladu o rovnomocnej 
spojitosti f u n k c i i postupnosti Y existuje číslo S> o také, že pre každú 
funkciu y < £ £ Y a pre každé dve čísla x, x'é j , ktoré spíňajú nerovnost 
|x - x'| < 6 je 
I <x> - y* ( x ' M < — <2> 
Zvolme Tubovolné konečné delenie intervalu j o normě menšej než 
cf: a Q < a 1 < • • • • <? a r , přitom a Q , a r svi konce intervalu J* Také delenie 
vždy vieme z v o l i t , lebo i n t e r v a l j Je ohraničený. Pretože norma delenia je 
menšia než cf , platí nerovnost (2) pre každú funkciu y ^ € Y a pre každé 
t dve čísla x, xý ktoré ležia v ktorcmkolvek v tom istom čiastočnom intervale 
delenia* 
19 
Normou delenia rozumieme dížku najvSčšieho čisstočného intervalu delenia 
ě 
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Zvolme 3alej vnútri každého ČiastoČného intervalu [a^, aj»l»P ~ ̂ » 
2, r 1'ubovol'né číslo x̂ > C m; to je možné, pretože množina m je v 
intervale j husté. Postupnost Y je cauchyovské v každom čísle x^,..., x r , 
pretože je cauchyovské v každom čísle mnořiny m. Existuje preto ku každému 
číslu xj» | prirodzené číslo Np také, že pre každé dve funkcie y ^ t y^ £ 
£ Y s indexmi ^ , V > N̂ > , platí 
Označme N najvSčěie z čísel N^, .•., N p. Potom pře každé dve funkcie y^c, 
y^ i. Y s indexmi ^ , > N a pre každé číslo xp ( ? s 1| 2, r) má­
me: | y^. (Xp ) - y^ (Xja ) < 
Nech x C J značí 1'ubovol'né číslo. Potom je při vhodnom p : x6 
€ [a^ a^ I • Pře každé dve funkcie ŷ ,» y^, é Y s indexmi V >N, 
máme: 
I (*) - ŷ / <x)| 3 I G .̂ <x ) - ŷ *. (Xj>) ^ +(y^ ) -
- y* ( xp O + (y^, > - y* <x0l * I y/t ( x> - y ^ ( x p 5 ' + 
+ |y^ ( x ^ ) - ŷ , (x^, )| +|yj) (xp ) - y^ ( x ) | 
a vidíme, že každý sčítanec na právej straně je menším než , prvý" a t r e -
3 
tí preto, že čísla x, Xj> aú v tom istom Čiastočnom intervale delehia a 
druhý podTa definície čísla N. Tým je dókaz uskutočnený. 
15* A s c o l i o v a v e t a 
Uvažujme o postupnosti funkci! definovaných v nejakom intervale j : 
(Y = ) y l f y 2 > _ 
Ascoliova veta znie takto: 
Nech i n t e r v a l j je ohraničený a funkcie postupnosti Y sú v ňom 
rovnomocne spojité, nech Sálej množina ich hodnOt v každom čísle intervalu j 
je ohraničená. Potom v postupnosti Y existuje aspoň jedna čiastočná postup­
nost, ktorá je v intervale j rovnoměrné cauchyovské. 
Podl'a vety 12.1 je l i m i t a tejto čiastočnej postupnosti v intervale j 
rovnoměrné spojitá. 
Dfikaz. Nech m značí množinu všetkých racionélnych* čísel ležiacich 
v intervale j . Množina m je v intervale j husté a dá sa usporiadať do 
postupnosti. Nech (m =) £ r ^ , r 2 , ..*J je j e j nějaké usporiadanie. 
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DĎkaz bude uskutočnený, ak sa nám podaří definovať postupnost postup­
nosti funkci! : 
^11' ^12* ^2.3*"' 
y 2 1 , y 2 2» y 2 3 , . . . ( 1 )  
^31* ^32* ^33* **" 
ktorá má t i e t o v l a s t n o s t i : Prvá postupnost j e Y a každá nasledujúca je čiast-
kou postupnosti predchádzajúcej; druhá postupnost j e cauchyovská v čísle r ^ , 
t r e t i a i v čísle r 2 a t d . 
Potom totiž postupnost funkcií 
^11' ^22* ^ 3 3 ' *** 
ktorá je čiastkou postupnosti Y je cauchyovská na množině m, a teda podia 
vety 14. 2 je rovnoměrné cauchyovská v i n t e r v a l e j . To, že postupnost (2) 
je cauchyovská na množině m je pravda, pretože postupnost hodnfit f u n k c i ! t e j -
to postupnosti v Tubovol'nom čísle r n , (n + l ) - t o u funkciou počínajúc je čiast­
kou postupnosti hodnot (n + l ) - t e j postupnosti (1) v Čísle r n , ktorá j e cau­
chyovská* 
Aby šme teda d e f i n o v a l i postupnosti ( 1 ) , uvažme, že prvú postupnost 
máme definovánu - a je to postupnost Y- a předpokládájme, že sme i c h už de­
f i n o v a l i určitý počet n (5 1) tak, aby mali žiadané v l a s t n o s t i . 
(n+l)-tú postupnost potom definujeme pomocou n-tej takto: Z pred-
okladu o ohraničen! rnožiny hodn6t funkcií postupnosti Y v každom čísle i n ­
tervalu j vyplývá, že postupnost čísel y n l ( r n ) , y n 2 ^ r n ^ » y n 3 ( r n ^ 9 ^ e 
ohraničená. V t e j t o postupnosti teda e x i s t u j e cauchyovská čiastka; označme j u 
Jn+1,1 ^ n 5 ' yn+1.2 C r n ) ' ̂ l,2irn^ Postupnost funkcií y n + l f l , y n + l f 2 . 
y n + l ^ ••• «Je čiastkou n-tej postupnosti (1) a j e cauchyovská i v čísle 
r R . Tým máme definovánu (n+1)- nú postupnost (1) a dfikaz je skončený. 
16. D f i s l e d k y A s c o l i o v e j v e t y 
Dokáleme dve vety, ktoré sa primykajú k predchédzajiicim úvahám a k t o -
ré neskSr budeme potřebovat. Označenie t u přebereme z predchádzajúceho odseku* 
1. Kech sú splněné předpoklady A s c o l i o v e j vety a nech postupnost Y 
j v inte r v a l e j neiaetúca (neklesájúca). Potom táto postupnost j e v i n t e r ­
vale j rovnoměrné cauchyovská. 
DSkaz. Predpoiladajme napr. ; že postupnost Y v i n t e r v a l e j n e r a s t i e 
takže v každom x € j j p ; 
yi'x) * y 2 ( x ) £ (1) 
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Podia AscolioveJ vety existuje čiastočná postupnost 
ktorá je v j rovnoměrné cauchyovská a samozřejmé nerastie. 
Nech Z > o je lubovolné číslo* Třeba ukázat, Se existuje p r i r o -
dzené číslo N také, že pře y ^ , y^ £ Y, , v > N, x 6 j je s p i * 
nená nerovnost 
I (x) - y„ (x) | < l 
Nakolko postupnost (2) je v intervale j rovnoměrné-cauchyovská, 
existuje číslo N € [°^» cC2» také, Se pre každé číslo n 2 N, n€ 
C ^ 1 * •••• } všade v intervale j platí nerovnost 
| y N(x) - y n(x) |< t (3) 
Nech y^, f yy £ Y sú lubovolné funkcia 8 indexmi /Lt, y > N. 
Nech je napr* /t £ V . Zvolme 1'ubovol'né číslo n 6 {^x 1 °^2' "*1 » nii>. 
Potom máme N < S ^ á n a v každom čísle x £ j p l a t i a nerovnosti 
y N(x) S y ^ (x) > y y (x)£ y Q(x) 
ako vidíme zo vzťahov (1). Odtial a z nerovnosti (3) usudzujeme, že pre x € j 
Je 
| yp, (x) - y j , (x) | = yp (x) - y v (x) $ y N(x) - y n(x) = | y N(x) -
Tým je tvrdénie dokázané. 
2, Nech sú splněné předpoklady Ascoliovej vety a nech všetky rovnoměr­
né cauchyovské čiastky postupnosti Y majů tú istú (rovnomernú) l i m i t u y. 
Potom tiež postupnost Y má rovnomernú l i m i t u y« 
Ddkaz. *ripustime, že sú splněné všetky předpoklady a předpokládáJme, 
že tvrdenie neplatí. Potom existuje číslo £ > o a súčasne čiastočná postup-
- nosť ^ y < j c } » ^ = "^í* <*•2 ,• ," a postupnost čísel x ^ £ j taká, že 
platí 
l * « c ( x « c ) - y ( v > l * 6 
Podia Ascoliovej vety existuje rovnoměrné cauchyovská čiastka postup­
nosti (,y«t} * k t o r ^ podia předpokladu má (rovnomernú)limitu y. Označme tu­
to cauchyovskú čiastku [Yp] » potom pre každé £ť dost velké platí 
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|yp > - y (*p > l < e 
A v Sale to Je spor 8 nerovnoaťami ( 2 ) . Tým je veta dokázaná. 
17* N o r m á l n ě s y s t é m y 
Vraťme sa k úvahám o Tubovolnom systéme funkclí jednej přemer.nej Y, 
ktoré sú definované v istom i n t e r v a l e j . Budeme hovořit?, že systém Y je 
normálny v i n t e r v a l e .1, struSne: normálny. ked celkom váetky funkcie systému 
Y sd v i n t e r v a l e j rovnomocne spojité a množina i c h hodnSt v každom Čísle 
intervalu j je ohraničená. 
Táto v l a s t n o s t je dědičná, t . j . ak systém Y j e normálny, potom tiež 
každý jeho podsystém j e normálny. 
Z predchádzajúcich úvah vyplývá niekolko d51ežitých vlastností normál-
nych systémov. 
a) Ke3 i n t e r v a l j j e ohraničený a funkcie systému Y sú rovnoměrné 
ohraničené v J a majů v j rovnoměrné ohraničené derivécie, potom systém Y 
je normálny. 
b) Ke3 i n t e r v a l j je ohraničený a systém Y je v nom normálny, po­
tom v každej postupnosti funkcií systému Y e x i s t u j e aspoň jedna čiastočná 
postupnosť, ktorá je v j rovnoměrné cauchyovská. L i m i t a t e j t o čiastočnej po­
stupnosti je v i n t e r v a l e j rovnoměrné spojitá. 
18. S y s t é m y f u n k c i í a s k o m e t r i c k é 
p r i e s t o r y 
V tomto odseku objasníme, ako sa niektoré v l a s t n o s t i systému funkcií 
a najmS normálně systémy, j a v i a z h l a d i s k a metrických p r i e s t o r o v . Za tým úče-
lom urobíme vopred niekolko poznámok o zéHadných pojmoch t e j t o t e o r i e , p o k i a l 
ich budeme v Salšom potřebovat. 
Vetrickým priestorom sa rozumie, ako je známe, 1'ubovol'ná neprázdná mno­
žina P, v k t o r e j je definovaná metrika, t . j . f u n k c i a , ktorá ku každej uspo-
riadanej d v o j i c i prvkov a, b £ P pr i r a S u j e nezáporné Číslo j> (a, b ) , 
tzv. vzdialenosť prvku b od a. f r i t o m sa požaduje, aby funkcia j> mala t i e -
to v l a s t n o s t i : 
1. p (a, b) = 0 , ak a = b a l e n vtedyj 
2. p (a, b) = f (b, a ) ; 
3. J> (a, b) ž p (a, c) + p (c, b); 
a, b, c € P značia 1'ubovolné prvky. VzhTadom na v l a s t n o s t i 2.hovoříme oby­
čejné o v z d i a l e n o s t i prvkov bez ohl'adu na t o , či ide o vzdialenosť prvku a od 
b, alebo b od a. 
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Nech P značí TubovoTný metrický p r i e s t o r . Nech { a ^ } j e bodová 
postupnost v P, t . j . postupnost, k t o r e j členy sú prvky p r i e s t o r u P. 
Postupnost { aoC 3 8 a n a z ^ v a cauch.yovské« ke3 ku každému £ > o 
e x i s t u j e také číslo N, že pre vSetky n, m > N platí 
? ( a n , a m) t l 
Cauchyovské postupnosti třeba rozlišovat od postupností konvergentních. 
Postupnost { a ^ } sa nazývá konvergentná v p r i e s t o r e P, keS v 
p r i e s t o r e P e x i s t u j e j e j l i m i t a , t . j . prvok, od ktorého celkom všetky prv­
ky postupnosti { aoC } roaJti vzdialenosť menšiu než TubovoTne dané kladné číslo. 
Konvergentná postupnost je vždy cauchyovská, avšak nemusí to p l a t i t naopak. 
P r i e s t o r P sa nazývá relativné kompaktný. ak v každej postupnosti 
jeho prvkov e x i s t u j e cauchyovská čiastka. P r i e s t o r P sa nazývá úplný. ak 
každá cauchyovská postupnost prvkov v P je konvergentná. P r i e s t o r P sa 
nazývá kompaktný. ak je súčasne relativné kompaktný a úplný, alebo ak v každej 
postupnosti prvkov P e x i s t u j e konvergentná čiastka. 
Vraťme sa teraz k úvahám o systémoch funkcií jednej premennej. 
Nech Y opfit značí 1'ubovol'ný systém funkcií jednej premennej, ktoré 
sú definované v istora i n t e r v a l e j . Předpokládájme v 3alšom, že funkcie sys­
tému Y sú v i n t e r v a l e j ohraničené. Tento předpoklad je v Salších úvahách 
podstatný. 
Systém Y povýšime na metrický p r i e s t o r tým, že v nora definujeme 
metriku <p takto: vzdialenost Tubovol'nej funkcie v £ Y od TubovoTnej 
funkcie u € Y definujeme vzorcom 
p (u, v) = sup |u(x) - v(x) | 
x í j 
Pretože funkcie systému Y sú y i n t e r v a l e j ohraničené, mé táto 
definícia zmysel. tahko vidíme, že funkcia p mé žiadané v l a s t n o s t i 1-3; na­
zýváme j u prlrodzenou metrikou systému Y. 
Z definície funkcie §> vyplývá, že TubovoTne funkcie u, v 6 Y 
spíríajú v každom čísle x £ j nerovnost | u (x) - v(x) | i í vtedy a l e n vte-
dy, keď j> (u, v) ž £ ; £ > o značí 1'ubovolné číslo. 
Z toho usudzujeme, že TubovoTná postupnost funkcií systému Y je 
v i n t e r v a l e j rovnoměrné cauchyovská, alebo rovnoměrné konvergentná vtedy 
a l e n vtedy, keď je z h l e d i s k a metrického cauchyovská. Ďalej, že j e v i n t e r ­
vale j rovnoměrné konvergentná a j e j l i m i t a j e v systéme Y, keS je konver­
gentná v zmysle metrickom a l e n vtedy. 
Z týchto poznámok plynů nasledujúce dSsledky: 
KeS systém Y j e normálny potom j e z hradiska metrického relativné 
kompaktný; v případe, že funkcie systému Y sú v i n t e r v a l e j rovnoměrné 
spojité, platí tiež opak. 
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Ak sa systém Y vyzna&uje tým, že l i m i t a každéj rovnoměrné konver­
gentně J postupnosti jeho funkcií j e v systéme Y, potom je z hradiska me­
trického úplný a naopak* 
Keď sa systém Y vyznačuje tým, že v každej postupnosti jeho funkcií 
existuje rovnoměrné konvergentně čiastka, k t o r e j l i m i t a je v systéme Y, po­
tom je z hladiska metrického kompaktný a naopak* 
19* S y s t é m y f u n k c i ! a k o z v a z y 
V tomto odseku objasníme niektoré v l a s t n o s t i systémov funkcií z hra­
diska teorie zvSzov. 
Opat urobíme stručný výklad o základných pojmoch t e o r i e zvSzov, pokial' 
ich budeme potřebovat* 
Nech P j e 1'ubovol'né neprázdná množina. Množina P s a nazývá 
čiastočné usporiadaná. keS je dané p r a v i d l o , t z v . čia3točné usporiadanie. k t o -
ré ku každému prvku množiny P pr i r a d u j e isté prvky v P, spíňajúc přitom 
určité podmienky* Zavezme symbol a § b k vy^adreniu toho, že p r a v i d l o přiřa­
z u j e k prvku a prvok b; čítáme ho: a leží v b, alebo b obsahuje a* 
Potom t i e podmienky sú: 
1* pre a 6 P je a $ a (reflexívnost), 
2* ak a § b, b á c potom a § c ( t r a n z i t i v n o s t ? ) , 
3* ak a i b, b á a potom a = a ( a n t i s y m e t r i a ) • 
Ku každému čiastočnému usporiadaniu množiny F e x i s t u j e čiastočné 
usporiadanie inverzné, ktoré k prvku a p r i r a d u j e prvok b vtedy a leň vt e -
dy, ak pĎvodné čiastočné usporiadanie přiřazuje k prvku b prvok a* 
Předpoklady jme, že množina P je čiastočné usporiadaná. Nech A 
c C P je 1'ubovolná neprázdná podmnožina* 
Prvok u £ P sa nazývá hornou hráni co u množiny A (vzhl'adom na 
dané čiastočné usporiadanie), ked obsahuje každý prvok množiny A a sám leží 
v každom prvku množiny P, ktorý má tuto v l a s t n o s t . Inými slovami, ak p l a t i a 
vztahy a f u ž x pre všetky prvky a €. A a všetky prvky x P výho­
vu júce vztahu a í x. 
Hornů hranicu množiny A značíme obyčajne C A J I alebo ak sme 
označili prvky množiny A pí směnami a, b, symbolom £a, b, ••• J 
alebo a b ̂  • • • Dá sa lanko ukázat, že množina A mdže mať naj v i a c jednu 
hornu hranicu* 
Podobné sa definuje dolná hranica množiny A* 
Prvok v £ P sa nazývá dolnou hranicou množiny A (vzhl'adom na da -
né čiastočné usporiadanie), ak leží v každom prvku množiny A a sám obsahu­
je každý prvok množiny P, ktorý mé-tuto v l a s t n o s t . Inými slovami, ak p l a t i a 
vzťahy y £ v s a pře všetky prvky a £ A a všetky prvky y 6 P, vyho-
vujúce vztahu y S a. Dolnú hranicu množiny A značíme obyčajne (A), a l e ­
bo ak sme označili prvky množiny A : a, b, *.., symbolom (a, b,...) alebo 
a ^ b o ,., OpSť platí, že množina A móže mať najviac jednu dolnú hranicu* 
- 44 -
Horné a dolné hranice množiny A, ak vdbec existujú, vymenia sa, ak 
sa vymění dané čiastočné usporiadanie množiny P za čiastočné usporiadanie 
iňverzné. 
. Každá jednobodová podmnožima {a} C P, kde a * p má samozřejmé 
hornu a j dolnú hranicu, ktoré obidve sa rovnajú a. Další případ, ktorý však 
už nie je vseobe'cny, je ten, že i každá dvojbodová podmnožina v P má dolnú 
i hornu hranicu. Ak j e tomu tak, potom sa množina P nazývá zva z (vzhl'adom 
na dané čiastočné usporiadanie). No, najzvláštnejší případ j e ten, že každá 
neprázdná podmnožina v P má hornu i dolnú hranicu a potom sa množina P 
nazývá úplný zv3z (vzhl'adom na dané čiastočné usporiadanie), 
Předpokládájme, že t P j e zvúz. Potom má rad vlastností l e n preto, 
že je zvazom a t i e t o v l a s t n o s t i sú duálně vzhTadom na pojem hornej a dolnej 
hranice. Móže však mať i niektoré v l a s t n o s t i , ktoré sa výskytujú l e n vo zvlášt-
nych prípadoch. Najma móže vo zvSze P e x i s t o v a t t z v . na.IvSčší prvok Oř 
vyznačujúci sa tým, že obsahuje každý prvok zvSzu, takže je x $ & pře 
x € P, alebo tam m6že ex i s t o v a t t z v , najmenší prvok or, ktorý leží v kaž-
dom prvku zvazia, takže máme d $ x pre x 6 P. Sálej připomeňme, že zváz 
P sa nazývá distributívny. ak pře každé jeho prvky a, b, c € P platí 
t z v . distributívny zákon, t . j . relácia, ktorú možno vyjadriť napr. jedným z 
dvoch nasledujúcich vzorcov, ktoré vždy p l a t i a súčasne: 
a ^ ( b s ^ c ) s (e ̂ b ) w (a A C ) , 
a ^ (b ̂  c j = (a w b) ^ ( a ^ c ) 
Podrobnéjšie poučenie o t e o r i i zvSzov nejde čitatel' v příslušnéj l i ­
t e r ature (napr. [ 5 ] )• 
Teraz sa vrátme k úvahám o systémoch funkcií jednej premennej. 
Nech Y značí opfiť l'ubovol'ny systém funkcií jednej premennej, ktoré 
sú definované v istom i n t e r v a l e j . 
V systéme Y definujeme čiastočné usporiadanie týmto spósobom: 
Pre u, v € Y j e u í v vtedy a l e n vtedy, ak v každom čísle 
x C j platí nerovnost 
• 
u(x) $ v(x) (1) 
Symbol u £ v je teda ekvivalentný s tým, že v každom čísle x £ j 
platí nerovnost ( 1 ) . tahko vidíme, že toto p r a v i d l o spina predtým uvedené po-
žiadavky 1 - 3 ; nazýváme ho prirodzené čiastočné usporiadanie systému Y. 
Nech y^, y 2 fi * značia 1'ubovol'né prvky. Nech Ý , y sú funkcie 
definované v i n t e r v a l e j vzorcami: 
Y(x) = max [ y ^ x ) , y2(x)];ý(x) = min [ y x ( x ) , y 2 ( x ) ] (2) 
takže v každom Čísle x t j j e hodnota funkcie Y(ý") najvSčšie (najmenšie) * 
z obidvoch čísel ý^(x) ř y 2 ( x ) . tahko vidíme, že ak funkcie Y, ý sú prvky 
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systému Y, predstavujú hornu a dolnú hranicu množiny {. y-p y 2 } (vzhladom 
na prirodzené čiastočné uspořiadanie), takže je Y - y 1 w y 2 , ý * $2* A k 
.sa teda systém Y vyznačuje tým, že s každými s v o j i m i dvoma prvkami y^ t y 2 
obsahuje obidve funkcie Y, y, definované vzorcami ( 2 ) , je zvSzom. Napr. mno­
žina všetkých spojitých funkcií definovaných v nejakom i n t e r v a l e j , j e zvS­
zom* 
Uvažujme všeobecnéjšie o 1'ubovolnom podsystéme funkcií v systéme Y, 
A s{,y^Cx), y 2 ( x ) , ... j . Předpokládá jme, že množina hodn6t funkcií systému 
A je v každom Čísle x £ j (zhora aj zdola) ohraničená. Potom existujú funk­
cie Y, ý definované v i n t e r v a l e j vzorcami 
Ý(x) = s u p f y - ^ x ) , y 2 ( x ) , ...] ý(x) = i n f [ y ^ x ) , y 2 ( x ) , ...](3) 
hodnota funkcie Y(y) je teda v každom Čísle x £ j hornou (dolnou) hranicou 
množiny hodn6t funkcie systému A v čísle x. Opfiť 1'ahko vidíme, že ak 
funkcie Y, ý sú prvkami systému Y, předatavujú hornu a dolnú hranicu mno­
žiny A , takže je Y = y^ ̂  y 2 •.., y = y^ ̂  y 2 ̂  ... . Ak sa teda sys­
tém Y vyznačuje tým, že spolu s každým podsystémom A s v o j i c h funkcií 
obsahuje obidve funkcie Y, ý", definované vzorcami ( 3 ) , j e úplným zvSzom. 
Předpokládájme, že systém Y je zvSzom a obsahuje spolu s každými 
funkciami y^, y 2 € Y obidve funkcie Ý, y. 
Lahko zistíme, že je nutné distributívny. Vskutku, nech u, v, w C Y 
sú 1'ubovolné prvky, ukažme, že platí napr. vzťah 
u ^ ( v u w ) = (u/-\v) (u *\ w) 
alcbo v každom čísle x t j rovnost: 
min { u(x), max [ v ( x ) , w(x)] } = max {min £u(x), v(x)], min £u(x) w(x)]j 
Lavé a j pravá strana t e j t o rovnostri je u ( x ) , ak číslo u(x) j e čo 
do velkosti najmenšie, alebo druhé z čísel u ( x ) , v ( x ) , w(x) rovná sa číslu 
w(x) alebo v(x) podia toho, či je v(x) < w(x) < u(x) alebo vr(x) < v(x)< 
<u(x). Tým je d6kaz uskutočnený. 
Vidíme, že každý systém funkcií, ktorý je vzhladom na prirodzené uspo-
riadanie zvMzom s uvedenou vlastnosťou, j e zvazom distributívnym. 
Napokon předpokládájme, že žvSz Y je súčasne metrickým priestorom 
s prirodzenou metrikou. 
íahko zistíme, že vzdialeno3ť každých dvoch jeho prvkov rovná sa v z d i a -
lenosti i c h hornéj a čolnej hranice. Vskutku, nech u, v £ Y sú 1'ubovol'né, 
prvky. Potom v každom čísle x £ j máme 
| u(x) - v(x) I a max Cu(x), v ( x ) ] - min [ u ( x ) , v(x )J 
a odtiaT vyplývá 
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sup| u(x) - v(x) I = sup {| max Lu(x), v(x)J - min [ u ( x ) , v(x)|j-
x£ j 
alebo 
P (u, v) » p (u w v, u ^ v ) 
Vidíme, že v každom systéme funkcií, ktorý je zvSzom vzhladom na p r i -
rodzené čiastočné usporiadanie a má uvedenu vlastnosť a je súčasne metrickým 
priestorom s prirodzenou metrikou, j e vzdialenosť každých dvoch prvkov tá 
istá ako vzdialenosť i c h hornej a dolněj hranice. 
3. V l a s t n o s t i systémov riešení d. rovnice 
y'= f ( x , y) 
20. V l a s t n o s t i m e t r i c k é 
Uvažujme o d. r o v n i c i 
y' = f ( x , y) (a) 
v nejakom obore. o* a predpokladsjme, že má riešenie definované v určitom i n ­
t e r v a l e j . 
P l a t i a t i e t o vety: 
1. Nech Y je 1'ubovolný systém riešení d. rovnice (a) definovaných 
v i n t e r v a l e j . Ak funkc i a f je v obore <y ohraničená* a ak i n t e r v a l j 
je ohraničený a funkcie systému Y sú spola rovnoměrné ohraničené, potom 
systém Y je normálny. f 
Vskutku, funkcie systému Y majů v i n t e r v a l e j derivácie, ktoré 
sú vzhTadom na předpoklad o f u n k c i i f rovnoměrné ohraničené. Správnosť tvrde-
n i a teda vyplývá z výsledkov v ods. 14. 
Této veta obsahuje, že za predpokladov v nej uvedených e x i s t u j e v kaž­
dé j postupnosti funkcií systému Y aspoň jedna čiastočná postupnost, ktorá 
je v i n t e r v a l e j rovnoměrné cauchyovská; j e j l i m i t a je v i n t e r v a l e j rov­
noměrné spojitá. 




je lubovoTné postupnosť riešení d. rovnice (a) definovaných v i n t e r v a l e j , 
ktorá j e v tomto i n t e r v a l e rovnoměrné cauchyovská a teda tam má určittí l i m i t u y; 
